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 В данной работе рассматривается граничная задача при больших значений 
комплексного параметра  . Граничное условие рассмотренной задачи не удовлетворя-
ет условию P  (регулярности). Следовательно, исследование таких задач представля-
ет определенный математический интерес. Получено для нулей характеристического 
определителя функции Грина асимптотическое представление и определено их распо-
ложение в комплексной плоскости. Для решения задачи получено асимптотическое 
представление, справедливое вне малой   окрестности нулей характеристического 
определителя функции Грина. 
 

Во многих  вопросах прикладного характера приходится рассматривать 
граничную задачу вида 
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где   -  комплексный параметр; R  - достаточно большое число,   - 

взаимно непересекающиеся интервалы, имеющие общие концы,  

 ii ba ,

 41,ss   - 

постоянные числа,    2,1ii  - комплексные числа,    ,xF i      - за-

данные непрерывные функции по 

2,1i

x  в  ii ba , . В нашем случае  - 

многочлен первой степени по 

   ,xF i

 . 



 

 84

 Из (1), (2) видно, что граничная задача решается для уравнений с кусоч-
но-постоянными коэффициентами при граничных условиях, связывающих зна-
чения искомых функций и их производных первого порядка по x  не только на 
концах основного интервала, но и в точке разрыва коэффициентов уравнений. 
Далее, для коэффициентов уравнений бесконечно удаленная точка является по-
люсом второго порядка. Пусть выполняется условие:  

а) корни  характеристического уравнения     2,1ki
k 

                                                  2,10
22

 iii                                           (3) 
различны и отличны от нуля, аргументы этих корней и аргументы их разностей 
не зависят от индекса i . 
 Условие а) означает, что их можно представить в виде  

                                                   ciii
i   2 ; 

где  комплексное постоянное: c cec arg,1    . 

 В силу условия а) множество значений  , удовлетворяющих уравнению 
   ii

21 ReRe    или      0Re 21  ii  , составляет прямую, проходящую 

через начало координат   плоскости:                                              
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 Уравнение (4) всю   плоскость разбивает на две полуплоскости 1  и 

2 , где 1 - правая, а 2  - левая полуплоскости. При этом предполагается, что 
при подходящей нумерации корней характеристического уравнения в каждой из 
полуплоскостей  2,1kk  выполняются неравенства  

                                                ii
21 ReRe   .                                                 (5) 

Например, если             iii   1221 , iii , то неравенства (5) вы-

полняются в  1  и обратно, если            ii  2
iiii ,   211 ,  то в полу-

плоскости 2  будут выполняться неравенства (5). Дальнейшие рассуждения 

будем вести в полуплоскости 2 . Рассуждения в полуплоскости 1  проводится 
аналогично. Для однородных уравнений, соответствующих уравнениям (1), 
фундаментальную систему частных решений записываем в виде 
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i
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k
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как в полуплоскости  2 , так и в полуплоскости 1 . 

Следуя [1], для решения задачи  (1), (2) при   0   получим 
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 Грина задачи (1), (2),    - функция характеристический определитель четверто-

го порядк       а с элементами      2,1,;4,1,,  iksxy ii  ,  i опера- Ls
я 

u k
i

sk sL  

тор граничных условий. Вычисля   , его можно записать в виде формулы  

               12 21 i i
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где         ccab iiii
ii   в полуплоскости 2i   12 ;; , справедливой  . 

     2,1,  ixi   - определители пятого порядка. При 1i  элементами 

первой строки    ,1 x являются         0,0,,,, 1
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1 xy
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причем в определителе    ,xi ,     - является алгебраическим дополнени-
ем элемента, стоящего  первой строки с первым сто на пересечении лбцом; 

 ks,   обозначает алге ое лнение элемента определителя  браическ  допо  . 
    ,,, xji также определитель пятого порядка. При 1i  в определителе 
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алгебраические дополнения элементов, стоящих 

 с соответствующими столбцами. Функциина пересечении

    ,, xi
 

        в формулах (9), (10) и (11) являются целыми 

аналитическими функциями параметра 

 ,,, xji
 . Поэтому из формулы (8) следует, что 

 ес ная функция параметра функция Грина ть мероморф  : ее полюсами могут 
быть лишь нули    [2]. По теореме 2 ] [3    имеет бесконечное множество 

комплексных нулей. Действительно, приравнивая к нулю    имеем: 
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  
 

       ,,i, 
  n

nlnO
n

nAln ii
i

i
i

ii

i 21
2

1
2

2
2

12
2

1
11











               

    ),,i(
n
nlncnbnlna )i()i()i(i

n 2101                                  ) 

где

           (15

 



iii

eln  2
2 . 



 



)i(
)i(

)i(
i

)i(
)i(

i

)i( i

c,b,a 





11
2

1
2

1
111

Из (15) следует, что нули расположены в секторах 
    

2
353

2


44
     ii arg;arg . 

С ли да ть 

ности малых кругов радиуса



огласно лемме 4 [1], ес  из вышеуказанных секторов у ли внутрен-

   (такие кр и существуют, так как Lnn  1уг   

- постоянное) с центрами в нулях уравнения (14), то в оставшейся части этих 
секторов выполняется неравенство 

                                                         K .                                                       (16) 

Пусть S  - часть сектора  
 4

3
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2

   i

ностей , радиусами и , с центрами в начале координат и содержа-

щая в

, ограниченная дугами окруж-

 O  1  1

нутри  нулей функции

и O

N

 r   r

   . Рассмотрим последовательность  S . 

Нетрудн показать, что в каждом S  для числа N  нулей 


о     имеет место 

асимптотиче е представление  
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     iii QrrN  
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1
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где ограничен , независимы от  iQ     ы числом и

вы части сектора

 i . Оценки (16) и (17) справедли-

и для    
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 
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ский определитель



нкции Грина     ,,, xG ji    фу  

 N  нулей задачи (1)-(2) имеет бесконечное множество нулей. Число
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2. Если из секторов   ,    
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алых кругов радиуса

3

выбросить внутренности м    с центрами в нулях 

  функции   , то в оставшееся выполняет я не

        

части секторов с   -

равенство       

                                        

 S  

  0  K . 

3. Если нули  функции     занумеровать в порядке возрастания их 

ведливо не венство модулей, то для них спра ра

                                                  MrN  , 

где  K  и M  - некоторые положительные постоянные. 

ет, что      2,1,4,1, 2,12,   ikikik   Из формулы (10) следу обо-

ют ге элемента определителя знача  ал браические дополнение соответствующего 
  . А из (9) видно, что коэффициен лены 

по 

ты при показательных функциях многоч

  степени не выше двух. Следовательно,  12,  ik  и    2,1,4,12,  ikik   

гут содержать  степенине мо   выше, чем два. Теперь, если за  i  принимать 
 i

1   за  
1

 и  ii
22   , то в полуплоскости 2  имеют

 
 место оценки: 

    

       
2,1,

2

1
2

2
21

1
2




 

i
eC 

)(2

2,

2,

22
2

21
1

2 


 



eC i
i

ik

ik




.                (18) 

Аналогичные оценки будут справедливыми в полуплоскости 1 , если за 
 i
1  принимать  i

2  и за    ii
12   . Подставляя в (10) вместо  - y i

k  ,x
 

e
i

k x 

 21,k
ia




 и деля обе части (10) на   , в силу второго  ут рждения 

емы 1 и оцен 8), в по сти 

ве

теор ки (1 луплоско 2  справедлива оценка 

   
  
 

     iii bx
i

eQeQ,x 
 21

21








,   iax
                (19) 
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где и    - числа, зависящие  только от 1Q  2Q   . 

Таким образом доказана 

ПриТеорема 2.  условии а) если из сектора  
4

3
arg

2


   выбросить внут-

ренности малых кругов радиуса с центрами в нулях  , 

характеристи

   то в оставшихся час-

и тях будут выполняться неравенство (19); корн ческого уравнении 
занумерованы  так, что как в полуплоскости 1 , так и  2 в   удовлетворяются 
неравенства  

                                      0Re,0Re 21  ii  .                                          
Из формул (6), (12) и (13) следует, что они содержат е функ-

ции с неотри
 показательны

ьными действительными частями   

 

цател . Поэтому определитель
    ,,, xji  надо преобразоват ервый столбец полученнь так, чтобы п ого не

содержал показательных функций с неотрицательными действительными час-

тями показателей. Для  этого в определителе     ,,, xji  столбцы 
 









 

ju11



, 

  





ju41

  

им, соответственно, на 
 

  















 

j

j

u

u

42

12


  умнож       ,z j

22
1 ,z j

1
1   и сложим с  

ченный определитель

2

 обозначим через 

первым

столбцом. Полу     ,,x . ,
0

ji Очевидно, 

что         ,,,
0 xji . ,,, xji Элементы первого столбца    ,,xj,

0
i  обозначим 

                                               Tjjjji gggxg  ,,,,,,,,, . 

 

jg  ,, 403020100

Тогда формулы (11) и (12) записываются в виде  

  

     












,ijпри

bxa

bxaпри,z,xy

ii

ii
ii

0
22

11




      ,               (20)   при,z,xy,,xg iij,i

0 

 
                          ,,,,,,,,,, ,

12,1,02
,

2,1,01
,

0
,

0 xxyxxyxgx ji
i

iji
i

ijiji
 .  (21) 

С учетом (6) из (20) имеем 

  
  

 
  

  

 i

a
i

i

a
i i

i
i

i

e,z,e,z
2

2
1

                  1 2 2
21







 
 . 

При этом (20) можно записать в виде 
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  

  

 

 
  


















 

.ijпри

bxaприe

bxaпри

,,xg ii
x

i

iii

j,i i
i

0

2
1

2

2

2

1

0 





    .                     (22) 

В полуплоскости

 e x i
i1 1 

        4,1,0 kg j
k    2 определяются следующим образом 

                    
       

  





 





 111

1
2

1
1

1
201

2
10 222

a e,g,e,g , 

              

  11 131 b

 
        

    2
2

2

2
10 2

10
1
40

1
30

ae,g,,g,g , 

               
  

       
  


   2

2
22

2
2

2
2

2
30

2
20 2

1
2
1 aa e,g,e,g ,               

                 
  






  


 2

2
1

2
1

2
40 2

1
2
3 be,g .                                                       (23) 

 
При подходящей нумерации корней характеристического уравнения, формулы 
(23) будут справедливыми и в полуплоскости 1 . Разлогая определители  

    ,,, xji  и 2,1,0 i
    ,,,

11, xji
i  по элементам пер го столбца, формулы (21) 

де 
 

2,0 во

запишем в ви

  

     
                






4

1
202

4

1
1201

00

k
i,k

i
k

i

k
i,k

i
k

i

j,i

,,g,xy,g,xy

,,xg,,



 j,i x

          (24) 

где  ks
теля  

 - алгебраическое дополнение соответствующего элемента опре-

дели   . 

 Есл  секторов  
2

3
4

5
4

3
2

  arg;arg  и из  выбросить внут-

 саренности кругов малого радиу    с центрами в нулях,    то в оставшейся

части секторов, с помощью форму  (6) и (23) для  

 

л
   

 
 ,   


 ,, xji

в полуплоскости  

2 , согласно теоремам 1 и 2, получится асимптотическое авление 

      

 предст
 

 
 ,)()(

)()(

),,(
)(

),,(, ji x

),(
22

)(),(
21

)()(

),(
12

)(),(
11

)()(

),(
0

)(
1

)(
2

)(
2

)(
1

)(
2

)(
1












jibjiabx

jibjiaax

ji

j
j

j
j

i
i

j
j

j
j

i
i

eee

eee

xg












                            
(25) 
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где   - функции, ограниченные вне      2,1,,  kji
ks  - окрестности нулей 

  . Таким образом, доказана 

Теорема 3. При условии а) если из сектора   
2

3
44

53
2
      arg;arg   

удалить круги малого радиуса     , с центрами в нулях то в оставшейся  
части имеет место асимптотическое представление (25). 

Из доказанных тео  
задач

рем  1 – 3, с учетом формул (6) и (25), для решения (7) 
и (1), (2) вне   окрестности нулей    имеет место асимптотическое 

представление 

   
   

    F)

e

),,x(g),(Be),(Ae,xy
b

j,i
j

ii

2212

2
21







         

       

j a

ibxiaxi

jji

j

ii

1
0











      

       
    

 

где  - 

фу

 ),,i(,d),(ee(e

))(ee(

jj,ibj,iabx

j,ibj,iaax

j
j

j
j

i
i

jji

21

1211

122

121













      

(26) 

                     2,1,,,,,, ,
4

1
2

4

1
1  



sikBA ji
k

k

i
kk

i

k

i
kk

i  

нкции, ограниченные вне   - окрестности нулей   . Формула (26) спра

ива как в полуплоскости 2

-

ведл   так и в 1  при подходящей нумерации  i

так, чтобы выполнялись неравенства 
1  и  

 i
2       2121 ,iReRe ii   . 
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  MƏSƏLƏSİNİN  HƏLLİ  ÜÇÜN  ASİMPTOTİK  İFADƏ  VƏ   
QRİN  FUNKSİYASININ  XARAKTERİSTİK   DETERMİNANTININ  TƏDQİQİ 

 
V.M.NAMAZOV 

 
XÜLASƏ 

 
 İşdə kompleks parametrin böyük qiymətlərində bir sərhəd məsələsinə baxılır.  Sərhəd 
şərti  (requlyarlıq) şərtini ödəmir. Ona görə belə məsələlərin tədqiqi müəyyən riyazi maraq 
doğ . Qrin funksiyasının xarakteristik determinantının sıfırları üçün asimptotik ifadə alınır, 
onla ompleks müstəvidə yerləşməsi müəyyən olunur. Məsələnin həlli üçün xarakteristik 
de antın sıfırlarının kiçik 

BİR  SƏRHƏD

P
urur
rın k

termin   ətrafından kənarda doğru olan asimptotik ifadə alınır. 
 

 
AN  ASYMPTOTIC  EXPRESSION  FOR  THE  SOLUTION  OF  ONE  BOUNDARY 

PROBLEM  AND  INVESTIGATION  OF  THE  DETERMINANT   
OF  GREEN’S FUNCTION 

 
V.M.NAMAZOV 

 
SUMMARY 

 
 In the paper a boundary problem is considered for the large complex parameter. The 
asymptotic formulas are obtained for the zeros of the characteristic determinant of Green’s 
function; their replacement in the complex plane is defined. The asymptotic expressions are 
obtained for the solution of the considered problem which are valid out of the  -neigh-
borhood of the zeros of the characteristic determinant. 


